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14120101 คณิตศาสตร์ 

บทที่ 1  ฟังก์ชันและกราฟของฟังก์ชัน 

Function and Graph of Function 
 

1.1 นิยามของฟังก์ชัน  

 

 

นิยาม 1.1   ให ้X และ Y เป็นเซตของจ ำนวนจริงท่ีไม่วำ่ง ฟังกช์นั  จำก X ไป Y คือ 
กำรส่งทุกสมำชิกในเซต X ไปยงัสมำชิกในเซต Y เพียงตวัเดียว 

 

เซต X ถูกเรียกวำ่ โดเมน (Domain) ของฟังกช์นั แต่ละสมำชิก x ในเซต X ท่ีส่งไปยงัสมำชิก y ในเซต Y 

จะ เรียกสมำชิกใน y ในเซต Y ท่ีถูกส่งจำก  x ในเซต X  วำ่ ภาพ (image) ของ x  และเรียกเซตของภำพทั้งหมดวำ่ 

เรนจ์ (Range) ของฟังกช์นั  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 ข้อสังเกต  สมำชิกทุกตวัในเซต X จะตอ้งถูกส่งมำยงัเซต Y หมด จะพบวำ่สมำชิกแต่ละตวัของ X  ถูกจบัคู่ 

กบัสมำชิกใน Y เพียงตวัเดียวเท่ำนั้น และอำจจะมีสมำชิกบำงตวัในเซต Y ท่ีไม่เป็นภำพ  

 

 



ตัวอย่างที่ 1.1 จงหำโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1. 𝑦 = 𝑥 + 8      2. 𝑦 = 2 − 4𝑥 

3. 𝑦 = 3𝑥 − 7      4.  𝑦 = 8 − 2(𝑥 + 1) 

5.  𝑦 = 𝑥2       6.  𝑦 = 𝑥2 + 𝑥 + 1 

7.  𝑦 = −3𝑥2 − 2𝑥 + 5    8.  𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥 − 5 

9. 𝑦 = √𝑥 + 1      10. 𝑦 = √4 − 𝑥   

11. 𝑦 = √4 − 𝑥2            12. 𝑦 = 1/𝑥   

13. 𝑦 = 1 (𝑥 − 1)⁄        14. 𝑦 = 2𝑥    

15. 𝑦 = 0.5𝑥       16.  𝑦 = 2−𝑥  

17. 𝑦 = |𝑥|       18. 𝑦 = |𝑥 + 1| 

19. 𝑦 = |𝑥| + 1       20. 𝑦 =
2𝑥−3

𝑥+4
 

21. 𝑦 =
𝑥+5

3𝑥−2
       22. 𝑦 =

7−2𝑥

5𝑥+1
 

  

1.2 กราฟของฟังก์ชัน 

กรำฟของฟังกช์นั คือ กรำฟท่ีก ำหนดโดยสมกำร 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

ในระบบพิกดัฉำกซ่ึงประกอบไปดว้ยจุดท่ีมีคู่อนัดบัเป็น (𝑥, 𝑦) โดยท่ี x เป็นสมำชิกในโดเมนของฟังกช์นั 

และ y หรือ f(x) เป็นสมำชิกในเรนจข์องฟังกช์นัหรือเป็นค่ำท่ีขึ้นอยู ่ x   

 

 ตัวอย่างที่ 1.2 จงเขียนกรำฟของฟังกช์นัจำกตวัอยำ่งท่ี 1.1  

 ตัวอย่างที่ 1.3 จำกขอ้มูลกำรเพิ่มขึ้นของประชำกรในเมก็ซิโกช่วงตน้ปี 1980 

จะพบวำ่กำรเพิ่มขึ้นของจ ำนวนประชำกรจำกปีหน่ึงไปยงัปีถดัไปมีกำรเพิ่มขึ้นเสมอ (ดูในหลกัท่ี 3) 

ถำ้กำรเพิ่มขึ้นของประชำกรเป็นเชิงเส้น ค่ำในหลกัท่ี 3 จะ เป็นค่ำคงท่ี 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทที ่2  ลมิติและความต่อเน่ือง 

(Limits and Continuity) 
 

ในบทน้ีจะกล่าวถึงเน้ือหาท่ีเป็นพื้นฐานท่ีส าคญัในการเรียนแคลคูลสั นัน่คือลิมิตและความต่อเน่ือง ซ่ึง

เน้ือหาประกอบดว้ยการใหนิ้ยามและความหมาย ตลอดจนทฤษฎีต่างๆ ท่ีเก่ียวขอ้ง รวมถึงการแสดงวิธีการหาค่า

ของลิมิตของฟังก์ชนั และการทดสอบความต่อเน่ืองของฟังก์ชนัท่ีจุดต่างๆ  เพื่อให้สามารถน าไปประยุกตใ์ชใ้น

เร่ืองท่ีจะศึกษาไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 

2.1 ลมิิตของฟังก์ชัน (The Limit of Functions) 

 พิจารณาค่าของฟังก์ชนั 𝑓 ซ่ึงก าหนดโดย 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 2 เม่ือค่าของ 𝑥 มีค่าท่ีใกลเ้คียงกบั 2 ดงั

ตารางต่อไปน้ี 

ตารางท่ี 1 ค่าของ 𝑓(𝑥) เม่ือ 𝑥 เขา้ใกล ้2 ทางซา้ยมือ (𝑥 → 2−) 

และ 

ตารางท่ี 2 ค่าของ 𝑓(𝑥) เม่ือ 𝑥 เขา้ใกล ้2 ทางขวามือ (𝑥 → 2+) 

จากตารางขา้งบน เราจะเห็นไดว้่าเม่ือค่าของ x มีค่าเขา้ใกล ้2 (จากทั้งสองดา้นของ 2) แลว้ ค่าของ 𝑓(𝑥) 

มีค่าเขา้ใกล ้4 หรือ ค่าของ 𝑓(𝑥) มีค่าท่ีใกลเ้คียงกบั 4 มากๆ ในกรณีดงักล่าวน้ีเราจะกล่าวไดว้า่ 

ลมิิตของฟังก์ชัน 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 2 มีค่าเท่ากบั 4 เม่ือ x มีค่าเข้าใกล้ 2 โดยใชส้ัญลกัษณ์ต่อไปน้ี 

lim
𝑥→2

(𝑥2 − 𝑥 + 2) = 4 

หรือ พิจารณาค่าของ 𝑓(𝑥)  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้2 ไดจ้ากรูปกราฟต่อไปน้ี 

𝑥 < 2 1 1.5 1.8 1.9 1.95 1.99 1.995 1.999 ⇒  2 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 2 2 2.75 3.44 3.71 3.8525 3.9701 3.985025 3.997001 ⟹ ? 

𝑥 > 2 3 2.5 2.2 2.1 2.05 2.01 2.005 2.001 ⇒  2 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 2 8 5.75 4.64 4.31 4.1525 4.0301 4.01025 4.003001 ⟹ ? 



   
รูปท่ี 2.1 กราฟแสดงค่าลิมิตของ lim

𝑥→2
𝑥2 − 𝑥 + 2  

ต่อไปจะแสดงนิยามของลิมิต ดงัน้ี 

 

บทนิยาม 2.1 ลิมิตของฟังกช์นั 𝑓  มีค่าเท่ากบัจ านวนจริง L  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกลจ้ านวนจริง a ซ่ึง เขียนแทนดว้ย

สัญลกัษณ์ 
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

ก็ต่อเม่ือ ค่าของ 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้L เม่ือค่าของ x มีค่าเขา้ใกล ้a (จากทั้งสองดา้นของ a) แต่ 𝑥 ≠ 𝑎 

 

ตัวอย่างที่ 2.1 จงค านวณค่าลิมิตของฟังกช์นั 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥2−1
 เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้1  

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 2.2 จงค านวณค่าลิมิตของฟังกช์นั 𝑓(𝑥) =
√𝑥2+9−3

𝑥2
 เม่ือ 𝑥  มีค่าเขา้ใกล ้0 

 

 

 



บทนิยาม 2.2 ก าหนด 𝑓 เป็นฟังกช์นั โดยท่ี 𝑓(𝑥) นิยามบนช่วงเปิดรอบจุด 𝑎 จะกล่าววา่ 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้𝑘 

เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎  ถา้ส าหรับทุก ε > 0 แลว้มี δ > 0  ท่ีท าให ้ถา้ 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  แลว้  

|𝑓(𝑥) − 𝑘| < 휀  ทั้งน้ีจะเขียนแทนดว้ย lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑘 

 

ตัวอย่างที่ 2.3  จงแสดงวา่ lim
𝑥→4

3𝑥 − 5 = 7 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 2.4  จงแสดงวา่ lim
𝑥→2

𝑥2−4

𝑥−2
= 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 จากบทนิยามท่ีกล่าวมาทั้งสอง เห็นวา่บทนิยามท่ี 2.2 จะตอ้งความรู้เก่ียวกบัระบบจ านวนจริงเป็นอยา่งดี

และมีรายละเอียดมาก แต่เราจะเนน้ให้เห็นถึงการน าทฤษฎีบทของลิมิตมาประยกุตใ์ชเ้พื่อการหาลิมิตของ

ฟังกช์นัต่างๆ รวมทั้งบทประยกุตอ่ื์นๆท่ีจะไดก้ล่าวในบทต่อๆไป 

 

 



ทฤษฎีบทต่อไปน้ีเป็นเคร่ืองมือท่ีจะช่วยในการหาลิมิตของฟังกช์นัต่างๆ 

 

ทฤษฎีบทท่ี 2.1 ให ้lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 และ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑀  เม่ือ 𝐿  และ 𝑀  เป็นจ านวนจริงใดๆ จะไดว้า่ 
1. lim

𝑥→𝑎
𝑐 = 𝑐  เม่ือ 𝑐 เป็นค่าคงท่ีใดๆ 

2. lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) = 𝐿 ± 𝑀 

3. lim
𝑥→𝑎

𝑐𝑓(𝑥) = 𝑐𝐿  เม่ือ 𝑐 เป็นค่าคงท่ีใดๆ 

4. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝐿𝑀 

5. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐿

𝑀
  เม่ือ 𝑀 ≠ 0 

6. lim
𝑥→𝑎

√𝑓(𝑥)𝑛
= √𝐿

𝑛   เม่ือ 𝑛  เป็นจ านวนเตม็บวกใดๆ และ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 
 

ตัวอย่างที่ 2.5  จงใชท้ฤษฏีบท 2.1 เพื่อหาค่าลิมิตของฟังก์ชนัต่อไปน้ี 
(1) lim

𝑥→𝑎
𝑥2 

 
 
 
 
(2) lim

𝑥→1
(𝑥2 + 2𝑥 + 1) 

 
 
 
 
 
(3) lim

𝑥→2

2𝑥2+3𝑥−1

𝑥3+1
 

 
 
 
 



(4) lim
𝑥→2

√
𝑥3+2𝑥+3

𝑥2+5
 

 
 
 
 
ทฤษฎีบทท่ี 2.2 (ลิมิตของฟังกช์นัพหุนาม)  ถา้ 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0  

เป็นฟังกช์นัพหุนาม และ 𝑥0 เป็นจ านวนจริงใดๆ แลว้ 
lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥0
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥0

𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥0 + 𝑎0 

 
ตัวอย่างที่ 2.6 จงหาลิมิต lim

𝑥→3
(𝑥2 + 7𝑥 − 5) 

 
 
 
 
 
 
ตัวอย่างที่ 2.7 จงหาลิมิต lim

𝑥→−2

𝑥3+2𝑥2−1

5−3𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ตัวอย่างที่ 2.8  จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 
(1) lim

𝑥→−2
(3𝑥2 − 5𝑥 + 4)      (2) lim

𝑥→2
(4𝑥2 − 3)3 

(3) lim
𝑥→1

(2𝑥+4)3

(2−5𝑥)4       (4) lim
𝑥→−1

√3𝑥2 + 6𝑥 − 5
3  

(5) lim
𝑥→0

√𝑥+4−2

𝑥
       (6) lim

𝑥→3

√𝑥+6−3

𝑥−3
  

 
 
 
 
 
 
 
 
2.2 ลมิิตซ้ายและลมิิตขวา (Left-Hand and Right-Hand Limits) 
 
บทนิยาม 2.3 ก าหนด 𝑓(𝑥) นิยามบนช่วงเปิด (𝑏, 𝑎) โดยท่ี 𝑏 < 𝑎 และถา้ 𝑓(𝑥)  มีค่าเขา้ใกล ้𝐾 เม่ือ 𝑥 เขา้ใกล ้
𝑎 ในช่วง (𝑏, 𝑎)  แลว้ กล่าวไดว้า่ 𝑓  มีลิมิตซา้ยท่ี 𝑎 เท่ากบั 𝐾 และจะเขียนแทนดว้ย lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝐾 

บทนิยาม 2.4 ก าหนด 𝑓(𝑥)  นิยามบนช่วงเปิด (𝑎, 𝑐) โดยท่ี 𝑐 > 𝑎  และถา้ 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้𝐿 เม่ือ 𝑥 เขา้ใกล ้
𝑎 ในช่วง (𝑎, 𝑐)  แลว้ กล่าวไดว้า่ 𝑓  มีลิมิตขวาท่ี 𝑎 เท่ากบั 𝐿 และจะเขียนแทนดว้ย lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿  

 
ตัวอย่างที่ 2.9  จงหาค่าลิมิตต่อไปน้ี 
(1) lim

𝑥→2−
5𝑥 − 7      (2) lim

𝑥→1+
2 − 4𝑥  

(3) lim
𝑥→0−

|𝑥|

𝑥
       (4) lim

𝑥→3+
√𝑥 − 6  

 
 
 
 
 
 
 



 
ทฤษฎีบทท่ี 2.3 lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 ก็ต่อเม่ือ lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝐿 และ  lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿   

 
ตัวอย่างที่ 2.10  ใหห้าค่าลิมิตต่อไปน้ี  

(1) lim
𝑥→1

7𝑥 − 6      (2) lim
𝑥→5

|𝑥−5|

𝑥−5
 

 
 
 
 
 
 
ตัวอย่างที่ 2.11  ใหห้าค่าลิมิตต่อไปน้ี  

(1) lim
𝑥→3

𝑓(𝑥)  โดยท่ี  𝑓(𝑥) = {
2𝑥 − 2 ; 𝑥 ≤ 3
𝑥 + 1   ; 𝑥 > 3

 

 
 
 

(2)  lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) โดยท่ี  𝑓(𝑥) = {
𝑥2           ; 𝑥 ≤ 2
3𝑥 − 1   ; 𝑥 > 2
4             ; 𝑥 = 2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2.3 ลมิิตของ 𝒇(𝒙) เม่ือ x มีค่าเข้าใกล้บวกหรือลบอนันต์ 
ในการพิจารณาขอบเขตของ 𝑓(𝑥) จ าเป็นตอ้งศึกษาถึงค่าของ 𝑓(𝑥)  เม่ือ 𝑥 มีค่าเพิ่มมากขึ้นไปจนถึง

บวกอนนัต ์หรือลดลงจนถึงลบอนนัต ์บทนิยามต่อไปน้ีจะช่วยในการศึกษาเร่ืองน้ี 
 
บทนิยาม 2.5 lim

𝑥→∞
𝑓(𝑥) = 𝐾 หมายถึง 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้𝐾 (หรือมีค่าลิมิต = 𝐾) เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล้

อนนัต ์
บทนิยาม 2.6 lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝐿 หมายถึง 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้𝐿 (หรือมีค่าลิมิต = 𝐿) เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกลล้บ

อนนัต ์
 
ตัวอย่างที่ 2.11 จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี เม่ือก าหนด 𝑐 เป็นจ านวนจริง 
(1) lim

𝑥→∞
𝑐      (2) lim

𝑥→−∞
𝑐 

(3) lim
𝑥→∞

1

𝑥
       (4)  lim

𝑥→−∞

1

𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ทฤษฎีบทท่ี 2.4 ถา้ lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = 𝐾 และ lim
𝑥→±∞

𝑔(𝑥) = 𝐿 โดยท่ี 𝐾 และ 𝐿 เป็นจ านวนจริง แลว้ 
1.  กฎการบวก  lim

𝑥→±∞
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐾 + 𝐿 

2.   กฎการลบ   lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝐾 − 𝐿 
3.   กฎการคูณ   lim

𝑥→±∞
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝐾𝐿 

4.   กฎการหาร   lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝐾

𝐿
  เม่ือ 𝐿 ≠ 0 

5.   กฎการคูณดว้ยค่าคงท่ี  lim
𝑥→±∞

𝑐𝑓(𝑥) = 𝑐𝐾   เม่ือ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวก 

6.   กฎของราก   lim
𝑥→±∞

(𝑓(𝑥))
1

𝑛⁄
= 𝐾

1
𝑛⁄   เม่ือ 𝑛 เป็นจานวนเตม็บวก 

 (𝐾 ตอ้งมีค่ามากกวา่ 0 ถา้ 𝑛 เป็นเลขคู่) 
 
ตัวอย่างที่ 2.12  จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 

(1)  lim
𝑥→∞

8 +
2

𝑥
      (2) lim

𝑥→−∞

5

𝑥2 

 

(3)  lim
𝑥→∞

2𝑥2−9𝑥+3

4𝑥2+7
       (4)  lim

𝑥→∞

5𝑥2+𝑥+4

2𝑥−1
 

 

(5)  lim
𝑥→∞

4𝑥+3

3𝑥2−2𝑥+7
       (6)  lim

𝑥→∞

√𝑥2+2

4𝑥−8
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2.4 ลมิิตค่าอนันต์ 
กรณีท่ี 1 : พิจารณาลกัษณะกราฟของฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥)  ดงัรูปต่อไปน้ี  
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 1.2 กราฟแสดง lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = +∞ 

จากรูปท่ี 1.2  เราเห็นวา่ไดว้า่ เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 นั้น 𝑓(𝑥) มีค่ามากขึ้นจนไม่มีขอบเขต  ดงันั้น  เรา
จะกล่าววา่ ลิมิตของ 𝑓(𝑥)  ในขณะท่ี 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎  มีค่าเป็นบวกอนนัต ์และ เขียนแทนดว้ย lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) =

+∞ 
 
กรณีท่ี 2 : พิจารณาลกัษณะกราฟของฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥) ดงัรูปต่อไปน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.3 กราฟแสดง lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ 
จากรูปท่ี 1.3 จะเห็นวา่ เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 นั้น 𝑓(𝑥) มีค่านอ้ยลงจนไม่มีขอบเขต  ดงันั้น เราจะกล่าว

วา่ ลิมิตของ 𝑓(𝑥) ในขณะท่ี 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎  มีค่าเป็นลบอนนัต ์และ เขียนแทนดว้ย lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ 
กรณีท่ี 3 : พิจารณาลกัษณะกราฟของฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.4  กราฟแสดง lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = +∞ และ lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = −∞ 
จากรูปท่ี 1.4  เราเห็นไดว้า่ เม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 ทางซา้ยนั้น 𝑓(𝑥) มีค่ามากขึ้นจนไม่มีขอบเขต ลกัษณะ

เช่นน้ี เราจะกล่าววา่ ลิมิตของ 𝑓(𝑥)  ในขณะท่ี 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 ทางซา้ยมีค่าเป็นบวกอนนัต ์และ เขียนแทนดว้ย 
lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = +∞  และเม่ือ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 ทางขวา 𝑓(𝑥) มีค่านอ้ยลงจนไม่มีขอบเขต และเราจะกล่าววา่ 

ลิมิตของ 𝑓(𝑥) ในขณะท่ี 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 ทางขวามีค่าเป็นลบอนนัต ์และเขียนแทนดว้ย lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = −∞ 
 
กรณีท่ี 4 : พิจารณาลกัษณะกราฟของฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 1.5  กราฟแสดง  lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = −∞ และ lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = +∞ 

 ท านองเดียวกนัจากรูปท่ี 1.5 จะไดว้า่ lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = −∞ และ lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = +∞ 
 



ข้อสังเกต 2.1  สัญลกัษณ์ +∞ และ −∞ ไม่ใช่จ านวนจริง ดงันั้นเราอาจกล่าววา่ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞ หรือ 
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ วา่ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)  ไม่มีค่า 
 
ทฤษฎีบทท่ี 2.5 ให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นั ซ่ึง 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 เม่ือ  𝐿 ≠ 0  lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0 

 
ดงันั้น   
(1)  

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= {

−∞  เมื่อ 𝐿 < 0
+∞  เมื่อ 𝐿 > 0

 

เม่ือ 𝑔(𝑥) > 0 ทุกๆ 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ส าหรับบาง δ > 0 
(2) 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= {

+∞  เมื่อ 𝐿 < 0
−∞  เมื่อ 𝐿 > 0

 

เม่ือ 𝑔(𝑥) < 0 ทุกๆ 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ส าหรับบาง δ > 0 
 
ท านองเดียวกนั ทฤษฏีบท 2.5 ยงัเป็นจริงส าหรับ 𝑥 → 𝑎+, 𝑥 → 𝑎−,  𝑥 → +∞ และ  𝑥 → −∞ 
ตัวอย่างที่ 2.13 ก าหนดให้ 

𝑓(𝑥) =
4𝑥

𝑥 − 3
 

จงหาค่า lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥), lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) และ lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ตัวอย่างที่ 2.14  จงหา lim
𝑥→1+

𝑥+1

𝑥2+2𝑥−3
 

 
 
 
 
 
 
ตัวอย่างที่ 2.15  จงหา lim

𝑥→0
(

5

𝑥2 − 2
𝑥

− 4) 
 
 
 
 
 
2.5 ความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน 
 
บทนิยามท่ี 2.7 ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัค่าจริงและ 𝑎 ∈ ℝ เราจะกล่าววา่ 𝑓 ต่อเน่ืองท่ีจุด 𝑥 = 𝑎 ก็ต่อเม่ือ 
1. 𝑓(𝑎)  มีค่า 
2. lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) มีค่า 

3. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 

ตัวอย่างที่ 2.16 ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {
𝑥2             เมื่อ  𝑥 < −1

2𝑥 + 1              เมื่อ − 1 ≤ 𝑥 < 2
𝑥2 + 1 เมื่อ 𝑥 ≥ 2

 

จงพิจารณาวา่  𝑓  ต่อเน่ืองท่ีจุด 𝑥 = −1 และ 𝑥 = 2  หรือไม่เพราะเหตุใด 
 
 
 
 
 

ตัวอย่างที่ 2.17  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 1 

จงพิจารณาวา่  𝑓  ต่อเน่ืองท่ีจุด 𝑥 = 1  หรือไม่เพราะเหตุใด 



บทที ่3 อนุพนัธ์ (Derivative) 
 

3.1 อนุพนัธ์ 

 

บทนิยามท่ี 3.1 ให ้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัค่าจริง จะกล่าววา่ ฟังกช์นั 𝑓  มีอนุพนัธ์ไดท่ี้ 𝑥 ก็ต่อเม่ือ   

𝑙𝑖𝑚
ℎ → 0

𝑓 (𝑥+ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
  หาค่าได ้  ถา้ลิมิตหาค่าได ้เรียกลิมิตน้ีวา่อนุพนัธ์ของ 𝑓 ท่ี 𝑥 (Derivative at x)   

และเขียนดว้ย  𝑓′(𝑥)  หรือ  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  หรือ  𝑦′ 

 

ต่อไปจะพิจารณาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั  𝑓 ท่ีจุด  𝑎  ใดๆท่ีอยูใ่นโดเมน  𝑓 สามารถเขียนไดด้งัน้ี 

𝑓′(𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ → 0

𝑓 (𝑎+ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
  หรือ  

𝑑

𝑑𝑥 
𝑓(𝑥) | 𝑥 = 𝑎 

 

นอกจากนิยามท่ีกล่าวมาแลว้ขา้งตน้ นิยามอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 𝑓 ท่ี 𝑥 = 𝑎 เป็น 

𝑙𝑖𝑚
𝑥 → 𝑎

𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
 เม่ือลิมิตหาค่าได ้

 

ตัวอย่างที่ 3.1 ให ้𝑓(𝑥) = 2√𝑥   จงหา 𝑓′(3) โดยใชนิ้ยาม 

 

   

 

ตัวอย่างที่ 3.2  จงหาอนุพนัธ์ของ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 5𝑥 − 4 ท่ี  𝑥 = 1, 𝑥 = 2    และ                  

𝑥 = 3 โดยใชนิ้ยาม 

 

 

 

 



ทฤษฎีบทท่ี 3.1  ถา้ 𝑓 หาอนุพนัธ์ไดท่ี้  𝑥 = 𝑐   แลว้  𝑓 ต่อเน่ืองท่ี  𝑥 = 𝑐 

 

ตัวอย่างที่ 3.3  จงแสดงวา่ 𝑓 =
1

𝑥+ 1
ต่อเน่ืองท่ี 𝑥 = 5 

 

 

 

 

 

บทนิยามท่ี 3.2   ก าหนดให ้𝑦 = 𝑓(𝑥)  และ 𝑎 เป็นจุดใดๆ ในโดเมนของ 𝑓  จะได ้

1. อตัราการเปลี่ยนแปลงเฉล่ียของ 𝑦 เทียบกบั  𝑥  เม่ือค่า  𝑥 เปล่ียนจาก  𝑎 เป็น 𝑎 + ℎ  คือ 
𝑓 (𝑎+ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

2. อตัราการเปลี่ยนแปลงของ 𝑦 เทียบกบั  𝑥 ขณะท่ี  𝑥 = 𝑎  คือ 𝑙𝑖𝑚
ℎ → 0

𝑓 (𝑎+ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
=

𝑓′(𝑎) 
3. ความชนัของเส้นโคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥) ทีจุ่ด (𝑎, 𝑓(𝑎)) คอื 𝑓′(𝑎) 

 

ตัวอย่างที่ 3.4  ก าหนด 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 − 4 จงหาอตัราการเปลี่ยนแปลงเฉล่ียของ  𝑦 เทยีบกบั 𝑥  เม่ือ 

𝑥  เปล่ียนจาก 1 เป็น 1.2  และอตัราการเปล่ียนแปลงขณะ  𝑥 = 1 พร้อมทั้งหาควาามชนัของเส้นโคง้ท่ี 

𝑥 = 1 
 

 

 

 

 

 

 



3.2 สูตรการหาอนุพนัธ์ 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2   ถา้  𝑓(𝑥) = 𝑐  ส าหรับทุก  𝑋 ∈ ℝ  โดยท่ี  𝑐  เป็นค่าคงท่ี  แลว้  

 𝑓′(𝑥)  =  0  หรือ  
𝑑

𝑑𝑥
 (𝑐)  =  0  

 

ตัวอย่างที่ 3.5   จงหา 𝑓′(𝑥) 

1. 𝑓(𝑥)  = 3 

2. 𝑓(𝑥)  = 2𝜋 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.3   ก าหนด 𝑓(𝑥)  =  𝑥 จะไดว้า่ 𝑓′(𝑥)  = 1 หรอื 
𝑑

𝑑𝑥
 (𝑥) = 1 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.4   ให ้𝑓(𝑥) = 𝑥  𝑛  โดยท่ี 𝑛 เป็น จ านวนเตม็บวก ดงันั้น 

   𝑓′(𝑥)  =  𝑛𝑥  𝑛−1 หรือ 
𝑑

𝑑𝑥
 (𝑥  𝑛) = 𝑛𝑥  𝑛−1 

 

ตัวอย่างที่ 3.6  ใหห้า  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

1.  𝑦 =   𝑥  5    2. 𝑦 =  
1

𝑥  2 

3.  𝑦 =   4𝑥  6    4. 𝑦 =  −
3

𝑥  10 

5.  𝑦 =  −2𝑥  14 

 

  

 

 

 



ทฤษฎีบทท่ี 3.5  ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนุพนัธ์ท่ี 𝑥 และเป็นฟังกช์นัค่าจริง และให ้𝑐 เป็นค่าคงตวัใดๆ 

แลว้จะไดว้า่ 

1. (𝑐𝑓)′(𝑥)  =  𝑐 (𝑓′(𝑥)) 

2. (𝑓 ± 𝑔)′(𝑥)  =  𝑓′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥) 

3. (𝑓𝑔)′(𝑥)  =  𝑓(𝑥) 𝑔′(𝑥) + 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) 

4. (
𝑓

𝑔
) ′(𝑥)  =  

𝑔(𝑥)⋅𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)⋅𝑔′(𝑥)

(𝑔(𝑥))2  

ตัวอย่างที่ 3.7  จงหาค่าอนุพนัธ์ของ 

1.
𝑑

𝑑𝑥
 (2𝑥3)                 2. 

𝑑

𝑑𝑥 
(

𝑥4

4
)       3.

𝑑

𝑑𝑥
(𝜋𝑥13) 

4. 
𝑑

𝑑𝑥
(√𝑥 )                    5. 

𝑑

𝑑𝑥

−2√𝑥3 

5
      6. 

𝑑

𝑑𝑥

𝜋2

√𝑥3 
     

 7. 
𝑑

𝑑𝑥
(

6

𝑥  3)                                8. 
𝑑

𝑑𝑥
(

−7

3𝑥  −5)      9.
𝑑

𝑑𝑥 
(

7

(3𝑥)−2) 

10. 
𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥5 − 3𝑥4 + 12𝑥)          11. 

𝑑

𝑑𝑥
(8𝑥4 −

3

𝑥2 + 5)     

 

12.
𝑑

𝑑𝑥
(3𝑥10 −

4𝑥8

3
+

7

𝑥
)    13. 

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥2 − 5√𝑥 )                 

 

14. 
𝑑

𝑑𝑥
(3𝑥8 + 2√𝑥3 )        15. 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥4 − 3√𝑥5 ) 

 

ตัวอย่างที่ 3.8  จงหาค่า  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1. 𝑦 =
2𝑥2+3

√𝑥 
   2. 𝑦 = (𝑥2 − 2𝑥 + 5)(2√𝑥  − 5)  



 

     3.  𝑦 =
4−3𝑥

𝑥2+4
    4.  𝑦 = (2𝑥3 − 4𝑥 + 5)2 

 

     5.  𝑦 =
1

3
𝑥3 −

2

5
𝑥2 +

3

4
𝑥           6.  𝑦 = (√𝑥 

3
+ 2𝑥)(4𝑥3 − 5𝑥2) 

 

     7.  𝑦 =
1

√𝑥
−

3

𝑥5 +
2

√𝑥
3               8.  𝑦 =

(𝑥+1)(𝑥−3)

𝑥2+2𝑥+3
 

 

     9.  𝑦 =
2√𝑥 −3 √𝑥

3

5+2𝑥2                       10.  𝑦 =
1

𝑥3 +
3

√𝑥
−

5

√𝑥
3  

 

 

ตัวอย่างที่ 3.9  จงหาค่า 𝑓′  ท่ีจุดท่ีก าหนดให้ 

 

1. 𝑓(𝑥) = √𝑥23
   ท่ี  𝑥 = 2   2. 𝑓(𝑥) =

3

√𝑥34 +
2

√𝑥45    ท่ี  𝑥 = 1 

 

     3.  𝑓(𝑥) =
2𝑥3+𝑥

2+3√𝑥 
   ท่ี  𝑥 = −1      

 

     4. 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(2𝑥2 + √𝑥 )  ท่ี  𝑥 = 2 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.10  จงหาอนุพนัธ์ 𝑓 ท่ีจุด  𝑥 = 2  เม่ือก าหนด  𝑓(𝑥) = | 𝑥 − 2 | โดยใชนิ้ยาม   

 

 

  

 



ตัวอย่างที่ 3.11  จงหา 𝑓′(−3)  และ  𝑓′(1) ก าหนดฟังกช์นั  

𝑓(𝑥) = {
    𝑥2     ; 𝑥 ≤ 1
2𝑥 − 1 ; 𝑥 > 1

 

 

 

 

 

 

 

3.3 อนุพนัธ์อนัดับสูง (Higher Derivatives) 

 ให ้𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ได ้สามารถนิยามอนุพนัธ์ของอนัดบัท่ีเป็นจ านวนนบัได ้โดย

เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์เหล่าน้ี 

 

อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง 
(First Derivative) 

𝑦′, 𝑓′(𝑥) ,
𝑑𝑦

 𝑑𝑥 
 ,

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥)) , 𝐷𝑥[𝑦]  

อนุพนัธ์อนัดบัสอง 
(Second Derivative) 

𝑦′′ , 𝑓′′(𝑥) ,
𝑑 2𝑦

𝑑𝑥  2
,

𝑑 2

𝑑𝑥  2
(𝑓(𝑥)), 𝐷𝑥

2[𝑦] 

อนุพนัธ์อนัดบัสาม 
(Third Derivative) 

𝑦′′′ , 𝑓′′′(𝑥) ,
𝑑 3𝑦

𝑑𝑥  3
,

𝑑 3

𝑑𝑥  3
(𝑓(𝑥)), 𝐷𝑥

3[𝑦] 

อนุพนัธ์อนัดบัส่ี 
(Fourth Derivative) 

𝑦(4) , 𝑓  (4)(𝑥) ,
𝑑 4𝑦

𝑑𝑥  4
,

𝑑 4

𝑑𝑥  4
(𝑓(𝑥)), 𝐷𝑥

4[𝑦] 

፧  

อนุพนัธ์อนัดบั 𝑛 
(𝑛𝑡ℎ Derivative) 

𝑦(𝑛) , 𝑓  (𝑛)(𝑥) ,
𝑑 𝑛𝑦

𝑑𝑥  𝑛
,

𝑑 𝑛

𝑑𝑥  𝑛
(𝑓(𝑥)), 𝐷𝑥

𝑛[𝑦] 

 



ตัวอย่างที่ 3.12  จงหา 𝑦′ , 𝑦′′ , 𝑦′′′ , 𝑦(4) เม่ือก าหนดให้ 

1. 𝑦 = 5𝑥3 − 2𝑥2 + 3𝑥 − 10 

2. 𝑦 = 𝑥2 +
1

𝑥2
 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.13 ให ้𝑓(𝑥) = −
𝑥

2𝑥2−3
  แลว้  𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑓(1)) 

 

 

 

 

3.4 กฎลูกโซ่ (Chain Rule) 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.6  ก าหนดให ้𝑔 เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ท่ี 𝑥 ได ้และ 𝑓 เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ท่ี 𝑔(𝑥)ได ้

แลว้สามารถหาอนุพนัธ์ท่ี 𝑥 ของฟังกช์นัประกอบได ้

 

(𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥) = 𝑓′(𝑔(𝑥)) 𝑔′(𝑥) 
 

เราสามารถเขียนไดใ้นรูปแบบน้ี ให ้𝑦 = 𝑓(𝑥)  และ 𝑢 = 𝑔(𝑥) เป็นฟังกช์นัซ่ึงหาอนุพนัธ์ไดแ้ลว้ 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
⋅

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

ประโยชน์ของกฎลูกโซ่ หรือ ทฤษฎีบทท่ีกล่าวมาแลว้ขา้งตน้ คือ ช่วยในการหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั ท่ี

ซบัซอ้นได ้ดงัจะเห็นในตวัอยา่งต่อไปน้ี 

 



ตัวอย่างที่ 3.14  จงหา  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  เม่ือ 

1. 𝑦 = 𝑢 24 และ 𝑢 = 3𝑥  4 − 2𝑥  2 

2. 𝑦 = 2𝑢 + √𝑢 และ 𝑢 =
1

𝑥
 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.15 ก าหนดฟังกช์นัประกอบต่อไปน้ี จงแยกฟังกช์นัออกเป็นสองฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑢) และ 

 𝑢 = 𝑔(𝑥) 

1. 
1

𝑥+1
       2. (3𝑥2 + 5𝑥 − 1)12  3. √4𝑥5 − 2𝑥3  

4. 3√𝑥 −
2

√𝑥 
   5. 

𝑥−1

𝑥+1
     6. ( 2𝑥

𝑥2−1
)

4
 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.16  จงหา  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1. (𝑥2 + 2)2564   2. √4𝑥4 − 3𝑥  

3.  1

2𝑥−1
    4. (3𝑥5 − 2𝑥3 + 7)25 

5.  𝑥

√𝑥2+4 
 

 

 



ถา้ฟังกช์นัประกอบเกิดจากฟังกช์นัประกอบกนัมากกวา่สองฟังกช์นั เราก็สามารถขยายกฎลูกโซ่ เพื่อหา

อนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบไดด้งัน้ี 

 ถา้ 𝑦 = 𝑓(𝑢) , 𝑢 = 𝑔(𝑥)  และ 𝑥 = ℎ(𝑡) 

จะไดว้า่  𝑦 = 𝑓(𝑔(ℎ(𝑡)))  ดงันั้น 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(ℎ(𝑡))) 𝑔′(ℎ(𝑡)) ℎ′(𝑡)  หรือ   
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

  

ความหมายของอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥) ในสาขาวิชาต่างๆกนั 

 

 ฟังกช์นั อนุพนัธ์ของฟังกช์นั 

1. เส้นโคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥) คือความชนัของเส้นสัมผสั ณ จุด 
(𝑥, 𝑓(𝑥)) 

2. สมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุ 𝑆 = 𝑆(𝑡) 𝑆′(𝑡) แทนความเร็วของวตัถุ ณ เวลา 𝑡 ใดๆ แทน
ดว้ย 𝑉(𝑡) นัน่คือ 𝑉(𝑡) = 𝑆′(𝑡) 

3. สมการความเร็วของวตัถุ 𝑉 = 𝑉(𝑡) 𝑉′(𝑡) แทนความเร่งของวตัถุ ณ เวลา 𝑡 ใดๆ  
แทนดว้ย 𝑎(𝑡) นัน่คือ 𝑎(𝑡) = 𝑉′(𝑡) =

𝑆′′(𝑡) 

4. สมการการเจริญเติบโตของเช้ือราเทียบกบั 
เวลา 𝑡 ใดๆ 𝐺 = 𝑓(𝑡) 

𝑓′(𝑡) หมายถึงอตัราการเจริญเติบโตของ   เช้ือรา 
ณ เวลา 𝑡 ใดๆ 

5. สมการการเปล่ียนแปลงของการเกิด       
ปฏิกิริยาเคมีเทียบกบัเวลา 𝑡 ใดๆ 𝑅 =

𝑅(𝑡) 

𝑅′(𝑡) หมายถึง อตัราการเปล่ียนแปลงของการ
เกิดปฏิกิริยาเคมี ณ เวลา 𝑡 ใดๆ 

 

 อนุพนัธ์ถือเป็นหวัใจส าคญัของแคลคูลสั เน่ืองจากสามารถประยกุตไ์ดห้ลายสาขาวิชา เช่น วิศวกรรม 

การเเพทย ์เศรษฐศาสตร์ เป็นตน้ ต่อไปจะกล่าวถึงบทประยกุตข์องอนุพนัธ์ 

 



 3.5 การประยุกต์อนุพนัธ์ 

3.5.1 สมการเส้นสัมผัสและเส้นตั้งฉาก 

 ขอเร่ิมจากความหมายของมุมเอียงของเส้นตรงก่อน ดงัน้ี 

บทนิยามท่ี 3.3 มุมเอยีง (Inclination) ของเส้นตรง 𝑳 เขียนแทนดว้ย 𝛼 (อลัฟา) หมายถึง มุมท่ีวดัทวนเขม็

นาฬิกา มีเคร่ืองหมายเป็นบวก ท่ีเลก็ท่ีสุดท่ีวดัจากแกน 𝑋 ทางบวกไปยงัเส้นตรง 𝐿 ดูรูป 3.1 

 

หมายเหตุ  1. กรณีเส้นตรง 𝐿 ขนานกบัแกน 𝑋 เราให ้𝛼 = 0 

      2. ถา้ 𝛼 แทน มุมเอียงของเส้นตรง 𝐿 จะได ้0 ≤ 𝛼 ≤ 180∘ 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.1 มุมอียง 

บทนิยามท่ี 3.4  ความชันของเส้นตรง 𝑳  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 𝑚 ท่ีมีมุมเอียง 𝛼 ≠ 90∘ ให ้ 

 𝐿 เป็นเส้นตรงท่ีผา่นจุด 𝑃(𝑥1, 𝑦1) และ 𝑄(𝑥2, 𝑦2) โดยท่ี (𝑥1 ≠ 𝑥2) จะไดว้า่  

 ความชนัของเส้นตรง      𝐿 = 𝑚 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 

 

 

 

 

 

 



บทนิยามท่ี 3.5  เส้นขนานและเส้นตั้งฉาก (Parallel and Perpendicular Lines) 

ใหเ้ส้นตรง 𝐿1 และ 𝐿2  มีมุมเอียง 𝛼1 และ 𝛼2 ตามล าดบั 

● ถา้ 𝛼1 =  𝛼2 เราจะกล่าววา่ เส้นตรง 𝑳𝟏 ขนานกบัเส้นตรง  𝑳𝟐 เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 𝐿1// 𝐿2 

● ถา้ 𝛼2 =  𝛼1 + 90∘ เราจะกล่าววา่ เส้นตรง 𝑳𝟏 ตั้งฉากกบัเส้นตรง  𝑳𝟐เขียนแทนดว้ย 𝐿1 ⊥  𝐿2 

ก าหนดให ้ 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเส้นตรงท่ีมีมุมเอียง 𝛼1 ≠ 90∘, 𝛼2 ≠ 90∘ ตามล าดบั และมีความชนั 

𝑚1, 𝑚2 ตามล าดบั 

● 𝑚1 = 𝑚2 ก็ต่อเม่ือ 𝐿1 ขนานกบั 𝐿2 ดงัรูปท่ี 3.2 ก 

● 𝑚1𝑚2 = −1 ก็ต่อเม่ือ 𝐿1 ตั้งฉากกบั  𝐿2 โดยท่ี 𝑚1𝑚2 ≠ 0  ดงัรูปท่ี 3.2 ข 

 

 

 

 

 

 

 

บทนิยามท่ี 3.6 (มุมระหว่างเส้นตรงสองเส้น)  

ให ้𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเส้นตรงท่ีไม่ขนานกนั และตดักนัท่ีจุด 𝑃 มุมบวกท่ีจุด 𝑷 โดยวัดจาก 𝑳𝟏 ไปยัง 

𝑳𝟐 เราจะเรียกวา่ “ มุมจาก 𝑳𝟏 ไปยัง  𝑳𝟐”  (Angle from 𝑳𝟏 to 𝑳𝟐) 

หมายเหต ุถา้ให ้𝜃 เป็นมุมจาก  𝐿1 ไปยงั  𝐿2  จะไดว้า่ 𝜋 − 𝜃 เป็นมุมจาก 𝐿1 ไปยงั  𝐿2 ดงัรูป 3.3 

 
รูปท่ี 3.3     

รปูท่ี 3.2 



3.5.1.1 สมการของเส้นตรง (Equation of a Straight Line) 

1. สมการเส้นตรงท่ีผา่นจุด 𝑃(𝑥1, 𝑦1) และมีความชนั 𝑚 

คือ   𝑦 − 𝑦1 = 𝑚 (𝑥 − 𝑥1) 

2. สมการเส้นตรงท่ีผา่นจุด 𝑃(𝑥1, 𝑦1) และ 𝑄 (𝑥2, 𝑦2) 

คือ   𝑦 − 𝑦1 =
 𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
(𝑥 − 𝑥1) เม่ือ 𝑥1 ≠ 𝑥2  

3. สมการเส้นตรงท่ีมีจุดตดัแกน 𝑦 เท่ากบั 𝑏 และมีความชนั 𝑚  

คือ    𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 

4. สมการท่ีอยูใ่นรูปทัว่ไป คือ    𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

โดยท่ี 𝐴, 𝐵 และ 𝐶  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ 𝐴 กบั 𝐶 ตอ้งไม่เท่ากบั  0  พร้อมกนั เรียกวา่ เป็นสมการ

รูปท่ัวไปของเส้นตรง (General Equation of a Line) 

 

หมายเหตุ ถา้ 𝑚1, 𝑚2 เป็นความชนัของเส้นตรง 𝐿1 และ 𝐿2 ตามล าดบั และ  𝑏1, 𝑏2 เป็นจุดตดัแกน 𝑌 ของ 

𝐿1 และ 𝐿2  ตามล าดบั จะได ้

(ก.) ถา้ 𝑚1 ≠ 𝑚2 แลว้ เส้นตรง  𝐿1 และ 𝐿2 จะตอ้งตดักนัท่ีจุดๆหน่ึง 

(ข.) ถา้ 𝑚1 = 𝑚2 และ 𝑏1 ≠ 𝑏2  แสดงวา่ ความชนัเท่ากนั แต่ตดัแกน 𝑌  ท่ีจุดต่างกนั จะไดว้า่   𝐿1 ขนาน

กบั 𝐿2  

(ค.) ถา้ 𝑚1 = 𝑚2 และ 𝑏1 = 𝑏2 แสดงวา่ ความชนัเท่ากนั และตดัแกน 𝑌  ท่ีจุดเดียวกนั จะไดว้า่  𝐿1 และ 

𝐿2 จะเป็นเส้นตรงเดียวกนั ดูรูป 3.4 

 
 3.5.1.2  ความชันของเส้นสัมผัส (The Slope of a Tangent Line) 

รปูท่ี 3.4 



นิยามของเส้นสัมผสัของเส้นโคง้ในรูปแบบลิมิตของฟังก์ชนั สามารถนิยามโดยก าหนดให ้เส้นโคง้ 𝐶 

เป็นกราฟของฟังกช์นัต่อเน่ือง 𝑦 = 𝑓(𝑥) ดงัรูป 3.5  ให ้𝑃 เป็นจุดหน่ึงบนกราฟของเส้นโคง้ 𝐶  มีพิกดั 

(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) และ 𝑄  เป็นจุดอีกจุดหน่ึงบนเส้นโคง้ 𝐶 ท่ีแตกต่างจากจุด 𝑃 มีพิกดั  (𝑥0 +

ℎ, 𝑓(𝑥0 + ℎ))  จะไดว้า่เส้นตรง 𝑃𝑄  เป็นเส้นตรงตดักราฟ (Secant Line) ของเส้นโคง้ 𝐶 

จากบทนิยามของความชนั จะไดว้า่ เส้น  𝑃𝑄  มีความชนั เท่ากบั 

𝑓(𝑥0 +  ℎ) − 𝑓(𝑥0)

(𝑥0 +  ℎ)  − 𝑥0
=

𝑓(𝑥0 +  ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
 

 

 
รูปท่ี  3.5 

จากรูป 3.5 พบวา่  เม่ือจุด 𝑄 เคล่ือนท่ีตามกราฟของเส้นโคง้  𝐶 เขา้หาจุด 𝑃  ถา้ให ้ ℎ → 0 จุด 𝑄 จะ

เขา้ใกลจุ้ด 𝑃 ท าใหไ้ดค้วามชนัของเส้นตรง 𝑃𝑄 จะเขา้ใกลค้วามชนัของเส้นสัมผสัท่ีจุด  𝑃 

นัน่คือ ความชนัของเส้นสัมผสัท่ีจุด 𝑃 ก าหนดโดย 

𝑙𝑖𝑚
ℎ → 0

𝑓(𝑥0 +  ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
 

 

บทนิยามท่ี 3.7  ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัท่ีต่อเน่ืองท่ี 𝑥0 เส้นสัมผัสของกราฟของ 𝒇 ท่ีจุด 𝑷(𝒙𝟎, 𝒇(𝒙𝟎)) หมายถึง 

เส้นตรงท่ีผา่นจุด 𝑃 และมีความชนั เท่ากบั 
𝑑𝑦

𝑑𝑥 | 𝑥=𝑥0

 = 𝑓′(𝑥0)  = 𝑙𝑖𝑚
ℎ → 0

𝑓(𝑥0+ ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
 

 



หมายเหตุ   1. ความชันของเส้นตรง เขียนแทนดว้ย 𝑚 

      2. สมการเส้นสัมผัส ณ จุด 𝑃(𝑥0, 𝑦0) และมีความชนัของเส้นตรง 𝑚 คือ 

 𝑇:                                      𝑦 − 𝑦0 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 
      3. และสมการเส้นปกติ (Normal Line) ซ่ึงตั้งฉากกบัเส้นสัมผสั ณ จุด 𝑃(𝑥0, 𝑦0) เขียนแทนดว้ย

สัญลกัษณ์ 𝑁 มีความชนั เท่ากบั − 1

𝑓′(𝑥0)
 คือ 

  𝑁:                                       

𝑦 − 𝑦0 = −
1

𝑓′(𝑥)
(𝑥 − 𝑥0) 

 

ตัวอย่างที่ 3.17 จงหาสมการของเส้นสัมผสัและเส้นปกติของเส้นโคง้ 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 ณ 𝑥 = 3 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.18 จงหาสมการของเส้นสัมผสัและเส้นปกติของเส้นโคง้ 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 7 ณ จุด (−1,2) 

 

 

 

 

 

 

 

 



ตัวอย่างที่ 3.19  จงหาจุดท่ีเส้นสัมผสัเส้นโคง้สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขท่ีก าหนดให้ 

1. 𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 − 5  ขนานกบัแกน x 

 

 

 

 

 

2. 𝑦 = 3𝑥2 + 2𝑥 − 7   ตั้งฉากกบัเส้นตรง  2𝑥 − 3𝑦 + 6 = 0 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดท่ี 3.1 เร่ือง สมการเส้นสัมผสัสมการปกติ  

จงหาสมการเส้นสัมผสัและสมการเส้นปกติ ณ จุดท่ีก าหนดให้ 

1. 𝑦 = 𝑥2 + 1 , (2,5) 
2. 𝑦 = 4 − 𝑥2 , (−1,3) 

3. 𝑦 = √𝑥 , (1,1) 

4. 𝑦 = √𝑥 + 1 , (3,2) 

 

แบบฝึกหัดท่ี 3.2 จงหาจุดท่ีเส้นสัมผสัเส้นโคง้สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขท่ีก าหนดให้ 

1. 𝑦 = 2𝑥4 − 6𝑥2 + 1  ขนานกบัแกน x 

2. 2𝑥 + 𝑥𝑦 − 𝑦 − 5 = 0  ตั้งฉากกบัเส้นตรง  𝑦 = 𝑥 + 2 

3. 𝑦 = 𝑥2 + 5  ขนานกบัเส้นตรง 12𝑥 − 𝑦 − 17 = 0 

4.  𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦 − 3 = 0  ตั้งฉากกบัเส้นตรง    𝑥 = √3 



3.5.2  อตัราสัมพทัธ์ (Related Rates) 

 อตัราสัมพทัธ์เป็นการค านวณอตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาณอนัหน่ึงในเทอมของการเปล่ียนแปลง

ของอีกปริมาณอนัหน่ึง ซ่ึงอาจมีเกินหน่ึงปริมาณได ้โดยตอ้งสร้างสมการแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งปริมาณ

ต่างๆและใชก้ฎลูกโซ่ (Chain Rule) ในการหาอนุพนัธ์ทั้งสองขา้งของสมการเทียบกบัเวลา 𝑡 

ตัวอย่างที่ 3.20 ลูกบอลลูนถูกเติมก๊าซ ในขณะท่ีรัศมี 2 ฟุต จนท าให้รัศมีเพิ่มขึ้นดว้ยอตัรา 
1

6
 ฟุต/วินาที จง

พิจารณาวา่ในขณะเวลาเดียวกนัน้ีปริมาตรจะเปล่ียนแปลงดว้ยอตัราเท่าไหร่ 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.21 ภาชนะรูปทรงกรวยดงัรูป 1 มีน ้าบรรจุอยูแ่ละปล่อยน ้าไหลออกมาตามกรวยกลม ปริมาตร 𝑣 

รัศมี 𝑟 และความสูง ℎ ของระดบัน ้าในรูปท่ี 3.6 ก ต่างก็เป็นฟังกช์นัของเวลา 𝑡 เราจะไดต้วัแปรทั้งสามมี

ความสัมพนัธ์กนัดงัสมการ 

𝑣 =
𝜋

3
𝑟2ℎ 

รูปท่ี 3.6 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

หมายเหตุ อตัราการเปล่ียนแปลงจะเป็นบวกเม่ือเวลาเพิ่มขึ้นแลว้ปริมาณเพิ่มขึ้นดว้ย และอตัราการเปล่ียนแปลง

จะเป็นลบเม่ือเวลาเพิ่มขึ้นแลว้ปริมาณนั้นลดลง กล่าวคือ เม่ือ 𝑥  เป็นปริมาณท่ีขึ้นกบัเวลา 𝑡 

 ถา้ 𝑡 เพิ่มขึ้น แลว้ 𝑥 เพิ่มขึ้น  จะไดว้า่  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
> 0 

 ถา้ 𝑡 เพิ่มขึ้น แลว้ 𝑥 ลดลง  จะไดว้า่  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
< 0 

ขั้นตอนในการแก้โจทย์ท่ีเกีย่วกบัอัตราสัมพทัธ์ 

1. เขียนรูปประกอบท่ีเวลา 𝑡 ใดๆ และตรวจดูวา่ปริมาณอะไรบา้งท่ีเป็นตวัแปรซ่ึงขึ้นอยู่กบัเวลา 

2. หาสมการแสดงความสัมพนัธ์ของตวัแปรต่างๆท่ีเป็นจริงส าหรับทุกขณะท่ีเวลา 𝑡 ใดๆ 

3. หาอนุพนัธ์ของสมการเทียบกบัเวลา ซ่ึงจะท าใหไ้ดส้มการแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งอตัราต่างๆ 

4. แทนค่าต่างๆไดแ้ก่ ค่าอตัราต่างๆ ค่าปริมาณต่างๆท่ีโจทยก์ าหนด โดยตอ้งค านึงถึงเคร่ืองหมายดว้ย แลว้หา

อตัราการเปลี่ยนแปลงท่ีตอ้งการทราบ ณ จุดต่างๆหรือ ณ เวลาต่างๆ 

 



ตัวอย่างที่ 3.22 อากาศก าลงัถูกสูบเขา้ไปในลูกบอลทรงกลมดว้ยอตัรา 4.5 ลูกบาศกน้ิ์วต่อนาที ดงัแสดงในรูปท่ี 

3.7 จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมี เม่ือรัศมี 2 น้ิว 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t=1                       t=3                           t=5                        t=7                         t=9 

                                                                    รูปท่ี 3.7 

 



ตัวอย่างที่ 3.23 เคร่ืองบินโดยสารล าหน่ึงก าลงัจะบินผา่นสถานีเรดา้ตรวจจบัดงัแสดงในรูปท่ี 3.8 ถา้ 𝑠 เป็น

ระยะทางระหวา่งเรดา้กบัเคร่ืองบิน ซ่ึงเปล่ียนแปลงลดลงดว้ยอตัรา 400 ไมลต่์อชัว่โมง โดยเคร่ืองบินบินใน

ระดบัท่ีสูงคงท่ี 6 ไมล ์จงหาวา่เม่ือ 𝑠 เป็น 10 ไมล ์แลว้ อตัราเร็วตามแนวราบของเคร่ืองบินเป็นเท่าไหร่ 

 

 

 

 

 

 

 

  รูปท่ี 3.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ตัวอย่างที่ 3.24  ในการชงกาแฟคร้ังหน่ึงไดใ้ชก้รวยกลมเป็นตวักรองของกากกาแฟ แลว้ปล่อยกาแฟหยดลงไป

ในถว้ยท่ีเป็นทรงกระบอก ดว้ยอตัรา 10 ลูกบาศกน้ิ์ว/วินาที ถา้กรวยและถว้ยมีขนาดต่างๆดงัรูปท่ี 3.9 จงหาวา่ 

ก.ระดบักาแฟในถว้ยจะเพิ่มขึ้นดว้ยอตัราเท่าใด เม่ือกาแฟในกรวยกรองสูง 5 น้ิว 

ข.ระดบักาแฟในกรวยกรองลดลงดว้ยอตัราเท่าใด เม่ือขณะเดียวกบัขอ้ ก. 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



แบบฝึกหัดท่ี 3.3 

1.)  ดา้นของส่ีเหล่ียมจตัุรัส ขยายออกในอตัรา 1 ซม./วินาที จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงปริมาตรเม่ือความยาว

ของแต่ละดา้นมีค่า 

ก. 5 ซม. ข. 10 ซม.  ค. 𝑥 ซม. 

2.)  เรือแล่นขนานกบัชายฝ่ังดว้ยความเร็ว 12 ไมล/์ชม. และอยูห่่างจากฝ่ัง 4 ไมล ์ในขณะเดียวกนันั้น เรืออยู่ห่าง

จากกระโจมไฟท่ีอยูริ่มฝ่ังเป็นระยะ 5 ไมล ์จงหาวา่เรือจะแล่นเขา้หากระโจมไฟดว้ยอตัราเร็วเท่าไหร่ 

3.)  ถงัเก็บน ้าเป็นรูปกรวยกลมวางในลกัษณะหงายขึ้น (vertex down) มีความสูง 10 ฟุต ปากถงัมีรัศมี 15 ฟุต 

สมมติน ้าร่ัวออกจากกน้ถงัดว้ยอตัราคงท่ี 1 ฟุต3/วินาที ขณะเดียวกนัมีน ้าไหลเขา้สู่ถงัดว้ยอตัรา 𝑐 ฟุต3/

วินาที จงหาวา่เม่ือระดบัน ้าสูงขึ้นในอตัรา 4 ฟุต/วินาที และระดบัน ้าสูง(ลึก) 2 ฟุต ค่า 𝑐 จะมีค่าเท่าไร 

4.)  เด็กคนหน่ึงยนืมองเคร่ืองบินอยูสู่ง 5 กม. จากพื้นดิน ให ้𝑠 เป็น ระยะทางระหวา่งเด็กกบัเคร่ืองบิน ซ่ึง

เปล่ียนแปลงลดลงดว้ยอตัราเร็ว 10 กม./วินาที  ถา้ 𝑠 = 13 กม. แลว้ อตัราเร็วตามแนวราบของเคร่ืองบินเป็น

เท่าไร 

5.)  ถงัน ้ารูปกรวยกลมรัศมี 10 ซ.ม. และสูง 24 ซ.ม. ซ่ึงจุดยอดอยูด่า้นล่าง ถา้น ้าไหลเขา้ถึงดว้ยอตัรา 20 

ซ.ม.3/วินาที  จงหาวา่ความสูงของน ้าจะเพิ่มขึ้นดว้ยอตัราเท่าใด ขณะท่ีน ้าสูง 16 ซ.ม. 

6.)  ถงัเก็บน ้ารูปกรวยกลมสูง 10 เมตร รัศมีท่ีปากกรวย 5 เมตร ปล่อยใหน้ ้าไหลออกท่ีกน้ถงัดว้ยอตัรา 0.08√ℎ  

เมตร3/วินาที  โดยให ้ℎ เป็นความสูงของน ้าในกรวย ขณะเวลา 𝑡 ใดๆ และท่ีปากถงัปล่อยใหน้ ้าไหลเขา้ดว้ย

อตัราคงท่ี 𝑐 เมตร3/วินาที   ถา้ความสูงของน ้าก าลงัเพิ่มขึ้นดว้ยอตัรา 0.02  เมตร3/วินาที  ขณะท่ีความสูงเป็น 
25 

4
  เมตร จงหาค่า 𝑐 

7.)  แก๊สร่ัวออกจากบอลลูนทรงกลมดว้ยอตัรา 4 ลูกบาศกฟ์ุตต่อนาที  พื้นท่ีผิวของบอลลูนหดลงดว้ยอตัราเร็ว

เท่าไร  เม่ือรัศมีของบอลลูน เท่ากบั 28 ฟุต 

8.)  ในการชงกาแฟคร้ังหน่ึงไดใ้ชก้รวยกลมเป็นตวักรองของกากกาแฟ แลว้ปล่อยกาแฟหยดลงไปในถว้ยท่ีเป็น

ทรงกระบอก ดว้ยอตัรา 8 ลูกบาศกน้ิ์ว/วินาที ถา้กรวยและถว้ยมีขนาดต่างๆดงัรูปท่ี 3.9 จงหาวา่ 

ก.ระดบักาแฟในถว้ยจะเพิ่มขึ้นดว้ยอตัราเท่าใด เม่ือกาแฟในกรวยกรองสูง 4 น้ิว 

ข.ระดบักาแฟในกรวยกรองลดลงดว้ยอตัราเท่าใด เม่ือขณะเดียวกบัขอ้ ก. 



9.)  อากาศก าลงัถูกสูบเขา้ไปในลูกบอลทรงกลมดว้ยอตัรา 5 ลูกบาศกน้ิ์วต่อนาที ดงัแสดงในรูปท่ี 3.7 จงหา

อตัราการเปลี่ยนแปลงของรัศมี เม่ือรัศมี 3 น้ิว 

 

3.5.3 ค่าสูงสุดและค่าต ่าสุด (Maximum and Minimum Value) 

3.5.3.1 ค่าสุดขีดบนช่วง (Extrema on an Interval) 

 

บทนิยามท่ี 3.8  ใหฟั้งกช์นั 𝑓 ซ่ึงนิยามบน 𝐼 ถา้มีจ านวนจริง 𝑢 ใน 𝐼 ซ่ึงท าให ้ 𝑓(𝑢) ≥ 𝑓(𝑥) ทุกๆ 𝑥 ใน 𝐼 

แลว้ เราจะกล่าววา่ 𝑓(𝑢) คือค่าสูงสุดสัมบูรณ์ (Absolute Maximum) ของ 𝑓 บน 𝐼  และเราจะกล่าววา่ค่าสูงสุด

สัมบูรณ์ของ 𝑓 อยูท่ี่ 𝑢  ถา้มีจ านวนจริง 𝑣 ใน 𝐼 ซ่ึงท าให ้ 𝑓(𝑣) ≤ 𝑓(𝑥) ทุกๆ 𝑥 ใน 𝐼 แลว้ เราจะกล่าววา่ 

𝑓(𝑣) คือค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ (Absolute Maximum) ของ 𝑓 บน 𝐼  และเราจะกล่าววา่ค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของ 𝑓 อยู่

ท่ี 𝑣   

 

เราเรียกค่าสูงสุดสัมบูรณ์หรือค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นัวา่ ค่าสุดขีดสัมบูรณ์ (absolute extremum) 

 

บทนิยามท่ี 3.9  ใหฟั้งกช์นั 𝑓 ซ่ึงนิยามบน 𝐼 และ 𝑐 ∈ 𝐼  

จะกล่าววา่ 𝑓 มีจุดสูงสุดสัมพทัธ์ (Local Maximum หรือ Relative Maximum) ท่ี 𝑐  เม่ือมีช่วงเปิด 

(𝑎, 𝑏) ⊆ 𝐼 โดยท่ี 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) และ 𝑓(𝑐) ≥ 𝑓(𝑥) ส าหรับทุกๆ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

จะกล่าววา่ 𝑓 มีจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ (Local Minimum หรือ Relative Minimum) ท่ี 𝑐  เม่ือมีช่วงเปิด 

(𝑎, 𝑏) ⊆ 𝐼 โดยท่ี 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) และ 𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥) ส าหรับทุกๆ 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

เราเรียกค่าสูงสุดสัมพทัธ์หรือค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัวา่ ค่าสุดขีดสัมพัทธ์ (local extremum หรือ 

relative extremum) 

 

 



 

ตัวอย่างที่ 3.25  ฟังกช์นั 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 3𝑥2 + 1, −1 < 𝑥 < 2   

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.3.2 การหาได้ของค่าสุดขีด (Exitence of Extreme Values) 

 เน่ืองจากฟังกช์นัหน่ึงอาจจะมีค่าสุดขีดหรือไม่มีก็ได ้ เราจึงควรจะมีวิธีตรวจสอบวา่  ค่าสุดขีดของ

ฟังกช์นันั้น จะมีหรือไม่ดว้ยทฤษฎีต่อไปน้ี  

รูปท่ี 3.11 

รูปท่ี 3.12 



ทฤษฎีบทท่ี 3.7  ถา้ฟังกช์นั 𝑓  เป็นฟังกช์นัท่ีต่อเน่ือง  และนิยามบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] แลว้ 𝑓 จะมีค่าสูงสุด

สัมบูรณ์และค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ บน [𝑎, 𝑏] 

 

 ถา้ 𝑓  เป็นฟังกช์นัท่ีไม่ต่อเน่ือง หรือไม่นิยามบนช่วงปิด  ทฤษฎีจะน าไปใชไ้ม่ได ้ ตวัอยา่งเช่น 

𝑓 = {
        2      , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
−3𝑥 + 7, 1 < 𝑥 ≤ 2

 

จะเห็นวา่ 𝑓 นิยามบนช่วง [0,2] แต่ 𝑓 ไม่ต่อเน่ืองท่ี 𝑥 = 1  เพราะวา่ lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้

และ ฟังกช์นั 𝑔(𝑥) = 𝑥 , 0 < 𝑥 < 2 ต่อเน่ืองส าหรับช่วงเปิด (0,2)  แต่ฟังกช์นัน้ีไม่มีทั้งค่าสูงสุด

สัมบูรณ์บนช่วงเปิด (0,2)   

 

บทนิยามท่ี 3.10  ใหจ้ านวนจริง  𝑐  ในโดเมนของฟังกช์นั 𝑓 ซ่ึงท าให ้𝑓′(𝑐) = 0 หรือ 𝑓′(𝑐) หาค่าไม่ได ้ 

เราจะเรียก จ านวนจริง 𝑐 วา่ จ านวนวิกฤต (Critical number) และเรียก (𝑐, 𝑓(𝑐)) วา่ จุดวิกฤต (Critical 

Point) ของฟังก์ชัน 𝒇 

 

ตัวอย่างที่ 3.25  จงหาจ านวนวิกฤตของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

(1.)  𝑓(𝑥) = 6 − 𝑥2     (2.) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 + 2 

(3.)  𝑓(𝑥) =
1

𝑥−2
     (4.)  𝑓(𝑥) =

(𝑥−2)
2

3⁄

𝑥
 

 

 

 

 

 

 

 

 



ทฤษฎีบทท่ี 3.8  ถา้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ือง และนิยามบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ และคา่ต ่าสุด 

สัมพทัธ์ ของ  𝑓  จะเป็น ค่าท่ีมากท่ีสุด และค่าท่ีนอ้ยท่ีสุด ตามล าดบั ซ่ึงหาไดจ้าก  

 (1)  ค่าของ 𝑓 ณ จ านวนวิกฤต ในช่วงเปิด (𝑎, 𝑏) 

 (2)  𝑓(𝑎) และ 𝑓(𝑏)  ซ่ึงเป็นค่าของ 𝑓 ของจ านวนท่ีอยูท่ี่ปลายช่อง 

 

ตัวอย่างที่ 3.26  จงหาจุดสูงสุดสัมพทัธ์ และจุดต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นั 

(1)  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥2 + 9𝑥 + 2  บน [0,2] 

(2)  𝑓(𝑥) =
(𝑥−2)

2
3⁄

𝑥
 บน [1,10] 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที่ 3.27  จงหาจุดสูงสุดสัมบูรณ์ และจุดต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นั            

𝑓(𝑥) = { 
     2𝑥 − 1     , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

𝑥2 − 5𝑥 + 9, 2 < 𝑥 ≤ 3
   

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ตัวอย่างที่ 3.28  จงหาค่าขีดสุดของ 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3𝑥
2

3⁄   บนช่วง [−1,3] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3.5.4 การทดสอบการเป็นฟังก์ชันเพิม่ ฟังก์ชันลด 

 

บทนิยามท่ี 3.11 ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัของจ านวนจริง 

1.) 𝑓 เป็นฟังก์ชันเพิม่ (Increasing Function) บนช่วง 𝐼 ถา้ส าหรับจ านวนจริง 𝑥1, 𝑥2 ใดๆ ใน 𝐼 ซ่ึง        

𝑥1 < 𝑥2  แลว้  𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

2.) 𝑓 เป็นฟังก์ชันลด (Decreasing Function) บนช่วง 𝐼 ถา้ส าหรับจ านวนจริง 𝑥1, 𝑥2 ใดๆ ใน 𝐼 ซ่ึง         

𝑥1 < 𝑥2  แลว้  𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) 



 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.13 

 จากรูปท่ี 3.13  จะพบวา่ความชนัของเส้นสัมผสัมีค่าเป็นบวก  เม่ือ 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่ม และความชนัของ

เส้นสัมผสัเป็นลบ เม่ือ 𝑓 เป็นฟังกช์นัลด  แต่เน่ืองจากความชนัของเส้นสัมผสัของ 𝑓 คือ 𝑓′(𝑥)  ดงันั้น ถา้ 

𝑓′(𝑥) > 0  แลว้ 𝑓 จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มและ ถา้ 𝑓′(𝑥) < 0  แลว้ 𝑓 จะเป็นฟังกช์นัลด 

ทฤษฎีบทท่ี 3.9  ก าหนดให ้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเน่ืองบน [𝑎, 𝑏] และหาอนุพนัธ์ไดบ้น (𝑎, 𝑏) 

1.)  ถา้ 𝑓′(𝑥) > 0  ตลอดช่วง  (𝑎, 𝑏)  แลว้  𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่มบน [𝑎, 𝑏] 

2.)  ถา้ 𝑓′(𝑥) < 0  ตลอดช่วง  (𝑎, 𝑏)  แลว้  𝑓 เป็นฟังกช์นัลดบน [𝑎, 𝑏] 

3.)  ถา้ 𝑓′(𝑥) = 0  ตลอดช่วง  (𝑎, 𝑏)  แลว้  𝑓 เป็นฟังกช์นัคงท่ี 

 

ตัวอย่างที่ 3.29  จงพิจารณาว่า 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + 5  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

 

 

 

 

 

 



ตัวอย่างที่ 3.30  จงพิจารณาว่า 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดท่ี 3.4  จงหาจ านวนวิกฤตของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1.)  𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 𝑥3 + 9𝑥 − 1    2.)  𝑓(𝑥) =
1

𝑥−5
 

3.)  𝑓(𝑥) =
1

𝑥+3
     4.)    𝑓(𝑥) = 8𝑥2 + 5𝑥 − 3 

5.)  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 5𝑥2 + 7𝑥     6.)  𝑓(𝑥) =
1

6+𝑥
 

7.)  𝑓(𝑥) =
1

𝑥−4
     8.)  𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 5𝑥 + 3 

9.)  𝑓(𝑥) =
1

𝑥−7
     10.) 𝑓(𝑥) = −2𝑥3 +

5

2
𝑥2 + 𝑥   

แบบฝึกหัดท่ี 3.5  จงหาจุดสูงสุดสัมพทัธ์หรือจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัในแบบฝึกหดัท่ี 3.4 

แบบฝึกหัดท่ี 3.6 

1.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 𝑥3 + 9𝑥 − 1  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

2.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 + 2  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

3.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 5 + 10𝑥 − 𝑥2  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

4.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

5.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 + 1  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 

6.)  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + 3  มีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงบนช่วงใดบา้ง 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

บทท่ี 4 ปริพนัธ์และการประยุกต์ 

4.1 ปริพนัธ์ไม่จ ากดัเขต 

บทนิยามที่ 4.1 ปฏิยานุพนัธ์ของฟังกช์นั 𝑓 คือ ฟังกช์นั 𝐹 โดยท่ี 𝐹′(𝑥) =  𝑓(𝑥) เม่ือ 

 𝑓(𝑥) หำค่ำได ้

 

ตัวอย่างที่ 4.1 

1. 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 จะได ้𝐹(𝑥) = 𝑥3  แต่ยงัมี 𝐺(𝑥) = 𝑥3 + 1, 𝐻(𝑥) = 𝑥3 − 2 

ดงันั้น 𝑇(𝑥) = 𝑥3 + 𝑐 จะเป็นปฏิยำนุพนัธ์ของ 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 เม่ือ 𝑐  เป็นค่ำคงท่ีใดๆ 

2. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 จะได ้𝐹(𝑥) =
𝑥4

4
+ 𝑐 

3. 𝑓(𝑥) =
𝑥4

4
 จะได ้𝐹(𝑥) =

𝑥5

20
+ 𝑐 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 ก ำหนดให ้𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ส ำหรับ 𝑥 บนช่วงเปิด 𝐼 แลว้ ปฏิยำนุพนัธ์ 

𝐺 ของ 𝑓 บน 𝐼 จะอยูใ่นรูปของ 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐  เม่ือ 𝑐 เป็นค่ำคงท่ี 

 

จำกทฤษฎีบทท่ี 4.1 ปฏิยำนุพนัธ์ทั้งหมดของฟังกช์นั 𝑓 คือ 𝐹(𝑥) + 𝑐 เม่ือ 𝑐 เป็นค่ำคงตวั 

จึงเรียก 𝐹(𝑥) + 𝑐  วำ่ปฏิยำนุพนัธ์ทัว่ไป (general antiderivative) 



 

บทนิยามที่ 4.2  ให ้𝐹(𝑥) เป็นฟังกช์นัท่ีหำอนุพนัธ์ได ้และ 𝐹′(𝑥) =  𝑓(𝑥) จะเรียก 

𝐹(𝑥) +  𝑐  เม่ือ 𝑐  เป็นค่ำคงท่ีวำ่ ปริพนัธ์ไม่จ ากดัเขตของฟังก์ชัน 𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥  

แลว้จะเขียนแทนดว้ย 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

นัน่คือ  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

 เรำเรียก ∫   วำ่เคร่ืองหมำยปริพนัธ์ (integral sign) เรียก 𝑓(𝑥) วำ่ปริพทัธ์ (integrand) 

เรียก 𝑐  วำ่ ค่ำคงตวัของปริพนัธ์ (constant of integration) และ 𝑑𝑥 หมำยถึง 

กำรหำปริพนัธ์เทียบกบัตวัแปรอิสระ 𝑥 

 

หมำยเหตุ 1. ส ำหรับตวัแปรในกำรหำปริพนัธ์ นอกจำกตวัแปรอิสระ 𝑥 แลว้นั้นสำมำรถ 

เปล่ียนไปใชต้วัแปรอิสระอ่ืนไดต้ำมควำมเหมำะสม เช่น 

     ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐹(𝑧) + 𝑐 
   2. สำมำรถเขียน 𝑑𝑥 รวมกนักบัปริพทัธ์ได ้เช่น ∫ 1𝑑𝑥  เขียนใหม่ไดเ้ป็น  

∫ 𝑑𝑥 หรือ ∫ 1

𝑥
𝑑𝑥  เขียนใหม่ไดเ้ป็น  ∫ 𝑑𝑥

𝑥
 

 

สูตรพ้ืนฐานในการปริพนัธ์ไม่จ ากดัเขต เป็นดงัน้ี 

1. ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑐 

2. ∫ 𝑘 𝑑𝑥 =  𝑘𝑥 + 𝑐 

3. ∫ 𝑥𝑛 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐 เม่ือ 𝑛 ≠ −1 

4. ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥| + 𝑐 



เม่ือ 𝑘 และ 𝑛 เป็นค่ำคงตวัใดๆ 

 

ตัวอย่างที่ 4.2  จงหำ 𝐹(𝑥) ฟังกช์นัปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1. ∫ 3  𝑑𝑥 

2. ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 

3. ∫
1

𝑥2  𝑑𝑥 

4. ∫ 4𝑥 𝑑𝑥 

ทฤษฎีบทที่ 4.2  ให ้ 𝑓, 𝑔 และ 𝑓1 , 𝑓2 , . . . . . , 𝑓𝑛  เป็นฟังกช์นัท่ีหำปริพนัธ์ไดบ้นช่วง 

[𝑎, 𝑏] และ 𝑘 , 𝑘1 , 𝑘2 , . . . , 𝑘𝑛  เป็นค่ำคงตวั 

1. ∫ 𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

2. ∫[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +  ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

3. ∫[𝑘1𝑓1(𝑥) + 𝑘2𝑓2(𝑥)  +  ⋯ + 𝑘𝑛𝑓𝑛(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑘1𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 +

∫ 𝑘2𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 + ⋯ + ∫ 𝑘𝑛𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 
 

ตัวอย่างที่ 4.3 จงหำ 

1. ∫(4𝑥3 + 2𝑥2 − 5𝑥) 𝑑𝑥 

2. ∫(
𝑥

2
+ 3) 𝑑𝑥 

3. ∫(
1

𝑥
+

1

𝑥2 +
1

𝑥3) 𝑑𝑥 

4. ∫(
3

𝑥2 − 4𝑥3 +
𝑥2

2
) 𝑑𝑥 

5. ∫(√𝑥  +
3

√𝑥
) 𝑑𝑥 

6. ∫(3√𝑥 − 4√𝑥3) 𝑑𝑥 



 

แบบฝึกหัดที่ 4.1 จงหำ 

1. ∫(3𝑥 + 2) 𝑑𝑥 

2. ∫(1 − 4𝑥) 𝑑𝑥 

3. ∫(2√𝑥 −
3

𝑥
) 𝑑𝑥 

4. ∫(
1

√𝑥
+

2

𝑥
) 𝑑𝑥 

 

4.2 ทฤษฎีพ้ืนฐานส าหรับแคลคูลสั 

ทฤษฎีบทต่อไปน้ีเป็นทฤษฎีบทส ำคญัในวิชำแคลคูลสัและใชใ้นกำรหำค่ำปริพนัธ์จ ำกดัเขต 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.3 ทฤษฎีพื้นฐำนส ำหรับแคลคูลสั (Fundamental Theorem of Calculus) 

ก ำหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเน่ืองบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] และ 𝐹 เป็นปฏิยำนุพนัธ์ของ 𝑓  

บนช่วง [𝑎, 𝑏] จะไดว้ำ่ 

  ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 

4.1 ข้อสังเกต 1. ถำ้ 𝑓 สำมำรถหำปฏิยำนุพนัธ์ได ้แลว้จะสำมำรถหำค่ำอินทิกรัลไดท้นัที 

          2. เพื่อควำมสะดวก จะใชส้ัญลกัษณ์ต่อไปน้ี 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =  [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏  =  𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

เช่น ∫ 𝑥23

1
𝑑𝑥 = [

𝑥3

3
]

1

3

=
33

3
−

13

3
= 9 −

1

3
= 8

2

3
 

 

          3. ปฏิยำนุพนัธไ์ม่จ ำเป็นตอ้งมีค่ำ 𝑐 ปรำกฎอยู ่เน่ืองจำก 



∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥) + 𝑐]𝑎
𝑏  

            = [𝐹(𝑏) + 𝑐] − [𝐹(𝑎) + 𝑐] 
      = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 

ตัวอย่างที่ 4.4 จงหำค่ำอินทิกรัลจ ำกดัเขตต่อไปน้ี 

1. ∫ (𝑥 + 1)
2

1
𝑑𝑥 

2. ∫ (
𝑥3

3
− 5)

1

−1
𝑑𝑥 

 

3. ∫ (√𝑥 −
2

𝑥2)
1

0
𝑑𝑥 

 

แบบฝึกหัดที่ 4.2  จงหำคำ่อินทิกรัลจ ำกดัเขต 

1. ∫ (3𝑥2 − 2𝑥 + 8)
2

0
𝑑𝑥 

2. ∫ (4𝑥3 + 5𝑥 − 1)
3

1
𝑑𝑥 

3. ∫ (2√𝑥 −
𝑥3

3
)

1

0
𝑑𝑥 

4. ∫ (3√𝑥 +
𝑥5

5
)

1

0
𝑑𝑥 

 

4.3 การประยุกต์ของปริพนัธ์ 

4.3.1 พื้นที่ของบริเวณระหว่างเส้นโค้งสองเส้น 

 ในหวัขอ้น้ีเราจะหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้สองเส้น โดยใชป้ริพนัธ์  



 ก าหนดให ้𝑦 = 𝑓(𝑥) และ 𝑦 = 𝑔(𝑥)  เป็นฟังกช์นัต่อเน่ืองบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] และ 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) ส าหรับทุก  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] จะไดว้า่ บริเวณซ่ึงปิดลอ้มดา้นบนดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 =

𝑓(𝑥) ปิดดา้นล่างดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 𝑔(𝑥) และบนดา้นซา้ยและดา้นขวาปิดดว้ยเส้นตรง ดงัรูปท่ี 

4.1  

รูปท่ี 4.1 

จากรูปท่ี 4.1 จะเห็นไดว้า่ พื้นท่ีบริเวณซ่ึงปิดลอ้มระหวา่งเส้นโคง้สองเส้น ให้แทนดว้ย A 

คือ ผลบวกของพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากรูปเลก็หลาย ๆ รูปขา้งตน้ นิยามโดย  

𝐴 ≈ ∑[𝑓(𝑥𝑖
∗) − 𝑔(𝑥𝑖

∗)]∆𝑥

𝑛

𝑖=1

 

ซ่ึงเรียกวา่ ผลบวกรีมนั  ขณะท่ี ∆𝑥 → 0  ผลรวมเขา้ใกล ้∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 เพราะวา่ 𝑓 

และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัต่อเน่ือง  ดงันั้น พื้นท่ีของบริเวณดงักล่าวเขา้สู่ค่าของอินทิกรัลจ ากดัเขต นัน่คือ 

𝐴 = lim
∆𝑥→0

∑[𝑓(𝑥𝑖
∗) − 𝑔(𝑥𝑖

∗)]∆𝑥

𝑛

𝑖=1

= ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 ขั้นตอนการหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้สองเส้น 

ขั้นที่ 1  วาดกราฟของเส้นโคง้ท่ีก าหนดใหท้ั้งสอง และเขียนส่ีเหล่ียมผืนผา้ท่ีเป็นตวัแทน ขนานกบั

แกน 𝑦 โดยปิดดา้นบนดว้ยเส้นโคง้ 𝑓 และปิดดา้นล่างดว้ยเส้นโคง้ 𝑔 จะท าใหช่้วยหาลิมิตของ

อินทิเกรต ถา้เรายงัไม่ทราบลิมิตของการอินทิเกรต 

ขั้นที่ 2 หาลิมิตของการอินทิเกรต 



ขั้นที่ 3 เขียนสูตรส าหรับ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] แลว้จดัรูปใหง่้ายข้ึนถา้ท าได ้

ขั้นที่ 4 อินทิเกรต [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] จาก 𝑎 ถึง 𝑏 แลว้จ านวนท่ีไดจ้ากการอินทิเกรต คือพื้นท่ี

ระหวา่งเส้นโคง้ท่ีตอ้งการ 

 

ตัวอย่างที่ 4.5 จงหาพื้นท่ีของบริเวณท่ีปิดลอ้มดว้ย 𝑦 = 𝑥2 และ 𝑦 = √𝑥 

   
  รูปท่ี 4.2 

 

ตัวอย่างที่ 4.6 จงหาพื้นท่ีของบริเวณท่ีปิดลอ้มดว้ย 𝑦 = 2𝑥2 + 10 และ 𝑦 = 4𝑥 + 16 

   

 

                      

 

 

 

 

 

  รูปท่ี 4.3 



 

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่ 4.7 จงหาพื้นท่ีของบริเวณท่ีปิดลอ้มดว้ย 𝑦 = 2𝑥2 + 10 และ 𝑦 = 4𝑥 + 16,  

𝑥 = −2  และ 𝑥 = 5 

   

 

 

 

 

 

 

     รูปท่ี 4.4 

 

 

ตัวอย่างที่ 4.8 จงหาพื้นท่ีของบริเวณท่ีปิดลอ้มดว้ย 𝑦 = 𝑥 − 1 และ 𝑥 =
1

2
𝑦2 − 3   



รูปท่ี 4.5 

 

 

 

 

แบบฝึกหัดที่ 4.3 

(1.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ 𝑦 = 1 + 𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 3 

(2.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ 𝑦 = 2𝑥 + 3 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 

(3.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ  𝑦 = 1 + 𝑥3, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 

(4.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ  𝑦 = 4𝑥(𝑥 − 1), 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 

(5.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ  𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 − 2, −2 ≤ 𝑥 ≤ −1 

(6.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยแกน 𝑋 และ  𝑦 = 𝑥3 − 1, −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 

(7.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 2 − 𝑥2 และ 𝑦 = −𝑥 

(8.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 𝑥4 + 2𝑥2 และ 𝑦 = 28 − 𝑥2 

(9.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 𝑥2 + 2 และ 𝑦 = −𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

(10.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 10𝑥 − 𝑥2และ 𝑦 = 3𝑥 − 8 

(11.)  จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 3𝑥3 − 𝑥2 − 10𝑥 และ 𝑦 =

2𝑥 − 𝑥2 

(12.) จงหาพื้นท่ีของบริเวณซ่ึงปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 𝑦 = 𝑥2 − 4  และ 𝑦 = −2𝑥 − 𝑥2, 

−3 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


